DERET FOURIER

10.1. FUNGSI PERIODIK

Suatu fungsi f(x) dikatakan mempunyai periode T atau periodik dengan periode T
jika untuk. setiap x berlaku f(x + T) = f(x), di mana T konstanta positif. Nilai positif
terkecil T dinamakan periode terkecil atau disingkat periode f(x).

Contoh 1. Fungsi sin x mempunyai periode 2x, 4%, 67, . . karena sin (x +
27m), sin (X + 4m), sin (x + 67), . . . sama dengan sin x. Tetapi 2n
adalah periode terkecil atau periode sin x.

Contoh 2. Periode fungsi sin nx atau cos nx, di mana n bilangan bulat positif,
adalah 27/n.

Contoh 3. Periode tan x adalah 7.
Contoh 4. Suatu konstanta mempunyai periode suatu bilangan positif.

Contoh lainnya dari fungsi periodik ditunjukkan dalam grafik pada Gambar 10-1(a),
(b) dan (c) di bawah.
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Gambar 10-1

10.2 DERET FOURIER

Misalkan f(x) didefinisikan pada selang (-L, L) dan di luar selang ini olehf(x + 2L)
= f(x), yaitu diandaikan bahwa f(x) mempunyai periode 2L. Deret Fourier atau uraian
Fourier yang bersesuaian dengan f(x) ditentukan oleh

o2 nex nnx
D +2 (a,co0s — +b sin —) i (10-1)
2 = L L

di sini koefisien Fourier a dan bn adalah

1 IL 0 mtxd
a =— x) cos —— dx
n L ~1 L

dx

b 1 J-L R 1.4
T S

Jika f(x) mempunyai periode 2L, maka koefisien a_dan b_dapat ditentukan eKivalen
(setara) dengan bentuk

1 rc+2L
a = T c f(x) cos

nwx
dx
L

b 1 c+2Lf() . nmx d
= — X) siIn — dx
oL ¢ L

di sini c suatu bilangan riil. Dalam kasus khusus, ¢ = -L, (3) menjadi (2).
Untuk menentukan a, pada (1), kita gunakan (2) atau (3) dengan n = 0.

1 L
Sebagai contoh, dari (2) kita lihat bahwa a, = T I 1. J(x) dx. Perhatikanlah

1 (L
bahwa suku konstanta pada (1) sama dengan io— = — j . f(x) dx, yang merupakan
2 2L

rata-rata f(x) pada suatu periodenya.
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Jika L = =, deret (1) dan koefisien (2) atau (3) sangat sederhana. Fungsi dalam kasus
ini mempunyai periode 27. ”

10.3. SYARAT DIRICHLET

Teorema 10-1. Andaikan bahwa :
(1) f(x) terdefinisi dan bernilai tunggal kecuali mungkin di sejumlah
berhingga titik pada (-L, L).
(2) f(x) periodik di lvar (-L, L) dengan periode 2L.
(3) f(x) dan f’(x) kontinu bagian demi bagian pada (-L, L).

Maka deret (1) dengan koefisien (2) atau (3) konvergen ke :
(a) f(x), bilamana x adalah suatu titik kekontinuannya.
fx+0)+ fx-0) . . .
(b) bilamana x adalah suatu titik ketakkontinuannya.-
2

Pada teorema ini, f(x + 0) dan f(x — 0) berturut-turut adalah limit kiri dan limit kanan
dari f(x) di x dan menyatakan lim f(x + €) dan lim f(x — €) di sini € > 0. Ini sering
-0 -0

kali dituliskan lim f(x+ €) dan lim f(x — €) untuk
-0+ e—0

menyatakan bahwa €—0 dari arah nilai-nilai positif. Buktinya dapat dilihat pada Soal

10-18 dan 10-23.

Syarat (1), (2) dan (3) yang dinyatakan pada f(x) adalah syarat cukup tetapi bukan
syarat perlu, dan secara umum dalam prakteknya dipenuhi. Sekarang ini tidak diketahui
syarat perlu dan cukup untuk kekonvergenan deret Fourier. Hal yang menarik adalah
bahwa kekontinuan f(x) tidak sendirian menjamin kekonvergenan suatu deret Fourier.

10.4. FUNGSI GANJIL DAN GENAP

Suatu fungsi f(x) dinamakan ganjil jika f(—x) = —f(x). Jadi x3, x> — 3x> + 2x, sin
X, tan 3x semuanya adalah fungsi ganjil.

Suatu fungsi f(x) dinamakan genap jika f(—x) = f(x). Jadi x*, 2x6— 4x? + 5, cos X,
e* + e semuanya adalah fungsi genap.

Fungsi yang grafiknya digambarkan pada Gambar 10-1(a) dan 10-1(b) berturut-turut
adalah fungsi ganjil dan genap; tetapi pada Gambar 10-1(c) fungsinya tidak ganjil dan
genap.

Dalam deret Fourier yang berkaitan dengan suatu fungsi ganjil, hanya suku-suku
sinus yang dapat disajikan. Dalam deret Fourier yang berkaitan dengan suatu fungsi
genap, hanya suku-suku cosinus (dan mungkin suatu konstanta yang kita pandang se-
bagai suatu suku cosinus) yang dapat disajikan.
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10.5 DERET FOURIER SINUS ATAU KOSINUS SEPARUH
JANGKAUAN (HALF RANGE)

Suatu deret Fourier sinus atau cosinus separuh jangkauan berturnt-turut adalah suatu
deret di mana yang disajikan hanya suku-suku sinus atau hanya suku-suku kosinus, maka
fungsi tersebut didefinisikan pada selang (0, L) [separuh selang (-L, L), yang merupakan
penjelasan untuk istilah separuh jangkauan] dan kemudian fungsi tersebut dikelompokkan
sebagai ganjil atau genap, agar ia dapat didefinisikan pada separuh selang lainnya,
namakanlah (-1, 0). Dalam kasus ini, diketahui :

2 (L S 11154 . .
a, =0, b = L— JO f(x) sin —L- dx untuk separuh jangkauan deret sinus

2 (L nmx . i
b =0, a = T jo f(x) cos dx untuk separuh jangkauan deret cosinus

IDENTITAS PARSEVAL

Identitas ini menyatakan bahwa
1 L a’ o0
— .[_L (FOYdx = —+ X (& + ) e (5)
L 2 n=1

jika a_dan b_adalah koefisien Fourier yang bersesuaian dengan f(x) dan jika f(x)
memenuhi syarat Dirichlet.

10.6. PENDIFFERENSIALAN DAN PENGINTEGRALAN
DERET FOURIER

Pendifferensialan dan pengintegralan deret Fourier dapat dikerjakan dengan
menggunakan teorema tentang deret yang berlaku secara umum untuk setiap deret. Harus
diperhatikan bahwa teorema itu memberikan syarat cukup dan bukan syarat perlu. Teorema
berikut ini untuk pengintegralan sering digunakan.

Teorema 10-2. Deret Fourier untuk f(x) dapat diintegralan suku demi suku dari a ke
X dan deret yang dihasilkan akan konvergen seragam ke Lx f(u) du

asalkan f(x) kontinu bagian demi bagian pada -L. < x < L dan a, x
keduanya terletak pada selang ini.
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NOTASI KOMPLEKS UNTUK DERET FOURIER

Dengan menggunakan kesamaan Euler,
e®=cos@+isinB, eP=cosO—-isin® ... (10-6)
di sini i = V-1 deret Fourier untuk f(x) dapat ditulis sebagai

FO = 2 cem™t s (10-7)

1 L
dimma  c,=—— [Jfwemrda . (10-8)

Dalam menuliskan kesamaan (7), kita mengandaikan bahwa syarat Dirichlet berlaku

dan selanjutnya f(x) kontinu pada x. Jika f(x) tak kontinu di x, ruas kiri (7) diganti

fx+0)+ f(x-0)
2

dengan

10.7 FUNGSI TEGAKLURUS

Dua vektor A dan B dinamakan tegaklurus jika A * B = 0 atau AB, + A B, + A,B,
=0, dimana A =Aji+ Aj+ AkdanB =B+ B,j + Bk. Walaupun secara ilmu ukur
atau fisis jelas, gagasan ini dapat diperumum untuk vektor-vektor dengan lebih dari tiga
komponen. Khususnya, kita dapat berpikir bahwa suatu fungsi, katakanlah A(x), dipan-
dang sebagai suatu vektor dengan tak berhingga komponen (yaitu suatu vektor berdi-
mensi tak berhingga); nilai dari setiap komponen ditentukan dengan menggantikan suatu
nilai khusus x pada selang (a, b). Masuk akal bahwa dalam kasus ini didefinisikan dua
fungsi A(x) dan B(x) saling tegaklurus pada (a, b) jika

b .
J.a AX)Bx)dx=0 e (10-9)
Suatu vektor A dinamakan suatu vektor satuan atau vektor yang dinormalkan jika

panjangnya 1 satuan, yaitu jika A ¢ A = A% = 1. Perluasan konsep ini, kita mengatakan
bahwa fungsi A(x) adalah normal atau dinormalkan pada (a, b), Jika '

_": (AP dx=1 (10-10)

Dari hal di atas, jelaslah bahwa kita dapat memandang suatu himpunan fungsi {¢,(x)},
=1, 2,

k 3, . . . yang besifat

_Lb 6. x)dx=0 m#n (10-11)
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J b
L 0. 0Pdx=1 (10-12)

Dalam kasus ini, setiap anggota himpunan saling tegaklurus dengan setiap anggota lain-

nya di himpunan itu dan juga telah dinormalkan. Kita namakan himpunan fungsi yang

demikian sebagai suatu himpunan ortonormal pada (a, b).
Persamaan (11) dan (12) dapat diringkaskan dengan menuliskan

Lb 606X dx=38_, (10-13)

di sini §_,, dinamakan Lambang Kronecker dan didefinisikan bernilai 0 jika m # n dan
1jikam=n.

Seperti halnya dengan sembarang vektor r di ruang dimensi 3 dapat diuraikan dalam
sekelompok vektor-vektor satuan yang saling tegaklurus i, j, k berbentuk r = ¢, i + ¢, j
+ ¢, k, maka kita memandang kemungkinan penguraian suatu fungsi f(x) dalam sekelom-
pok fungsi-fungsi yang ortonormal, yaitu

o0

fO = Xeo® a<x<b (10-14)

n=1

Deret tersebut, yang dinamakan deret ortonormal, adalah perumuman dari deret Fourier
dan sangat banyak kegunaannya baik secara teoretis maupun penerapannya.

LW owmdx =5 e (10-15)

di sini w(x) 2 0, kita seringkali mengatakan bahwa V. (x) dan y (x) ortonormal terhadap
fungsi kepadatan (density function) atau fungsi berbobot (weight function). Dalam kasus
ini, himpunan fungsi Nw(x) ¢,(x)} adalah suatu himpunan ortonormal pada (a, b).

10.8. SOAL-SOAL LATIHAN DAN PENYELESAIANNYA

DERET FOURIER
10.1. Gambarkanlah setiap fungsi berikut.
0<x<5

3y
@ f(x) = {_3 S<x<0 Periode = 10
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______________ R I
Gambar 10-2.

Karena periodenya 10, bagian grafik pada -5 < x < 5 (ditunjukkan dengaan
garis tebal pada Gambar 10-2 di atas) diperluas secara periodik di luar jangkauan
ini (ditunjukaan dengan garis terputus-putus). Perhatikanlah bahwa f(x) tidak dide-
finisikan di x = 0,5, -5, 10, 15, —15 dan seterusnya. Titik-titik ini adalah titik

ketakkontinuan f(x).

sinx O0<x<n .
(b) fx) = Periode = 2%
0 T<X<2W
f(x)
«—— Periode ——>»
:Su —2: - 0 T 21.; ;l 4:
Gambar 10-3

Perhatikanlah Gambar 10-3 di atas, f(x) didefinisikan untuk setiap x dan

kontinu di mana-mana

0 0<x«?2
©) f(x) = 1 2<x<4 Periode = 6
' 0 4<x<6
)
<« Periode ——>»
.................. )
1
; L T
42 0 8 6 4 <2 o 2z 4 ¢ 8§ w0 12 14
Gambar 10-4
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Perhatikanlah Gambar 10-4, f(x) didefinisikan untuk setiap x dan tak kontinu.
di x = 12, +4, #8, %10, +14, . .,

knx IL kmx .
3 dx = _L——de=0_]1kak=1,2,3,..

L
10.2. Buktikanlah _[_L sin

L knx knx, L L
sm——dx-——-cos—l_L———cos kn + — cos (-km) = 0
krn L kn kn
L knx . knx L
cos——dx———sm——l ——smkn—-——sm(kn)—
kr kr kn

10.3. Buktikanlah

@ J‘L m7nn n1txd J‘L . mMRX _ nnx p {O m#n
a Cos COS X = sin s X =
+ L L + L L L =

(b) fL zx dx = 0

di mana m dan n dapat diandaikan 1, 2, 3, .

(a) Dari trigonometri : cos A cos B ='/,{cos(A — B) + cos(A + B)}, sin A sin B
= 1/,{cos (A - B) — cos (A + B)}.

Jika m # n, maka menurut Soal 10.2.

J’ L mnx nnx 1 L (m-n)nx (m+n)mx

cos cos dx = 5 {cos ——— 4+ cos }dx =0
Dengan cara yang sama, jika m # n, maka

L mmx nnx m—n)nX (m+n)nx
j sin i T dx_—J‘_L {cos ¢ — oS ) } x=0

Jika m = n, kita mempunyai

J L mnx _  nnx 1 I L 2nmx
cos sin dx=—]), (1 +cos —- ) dx =L
L 2 L
J‘ L  mnx nnx J’ L 2nmx
dx = — (1 - cos )dx =L

Perhatikanlah bahwa m = n = 0, maka integral ini berturut-turut sama
dengan 2L dan O.

(b) Diketahui sin A cos B = !/, {sin (A - B) + sin (A + B)}. Kemudian berdasar-
kan Soal 10.2, jika m # n, maka
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IOLsin m cos JI {s s (m—n)nx + sin (m+r£)nx} dx=0

Jika m = n, maka

J‘ L  Mnx nnx 1 J‘ L " 2n1tx
. SIn cos
L L

x =0

Hasil bagian (a) dan (b) berlaku juga sekalipun limit pengintegralan -L dan
L berturut-turut diganti oleh c, ¢ + 2L.

nmx nnx
+ bn sin

10.4. Jika deret A + 21 (a, cos ) konvergen seragam ke f(x) pada

(-L, L), tunjukkanlah bahwa untuk n =1, 2, 3, . . .,

1 J‘ L nmx 1 J‘ L . nnx a,
(@) a = T f(x) cos dx, (b) b, = T f(x) sin L dx, (c) A= >

oo nnx nmx
(a) Kalikan f(x) = A + X (a, cos +b, sin — ) J 40
n

dengan cos X dan integralkan dari -L. sampai L, gunakanlah Soal 10.3,
memperoleh
J' L X j' L m7mx

4 f(x) cos dx = A}, cos 3 dX e )

nmx mnx  OmX

L
cos dx +b, I_L cos

oo L mmx
+2 {an . €Os
n=1

=a_L jika m # 0

X
dx jikam=1,2,3,...

. 1 j L mT
Jadi a = T f(x) cos

0
(b) Kalikan (1) dengan sin o dan integralkan dari -L sampai L, gunakanlah

Soal 10.3, kita memperoleh

J’ L . mnx J‘ L mnx
4 F(X) sin dx =A]), sin dx
o0 JL mmnx nrx J‘ L mRx  nnx
+2 {a ], sin cos — dx + b_J sin sin dx}
n=l L L L

=b L

m
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10.6. Uraikanlah f(x) = x?, 0 < x < 2% dalam suatu deret Fourier jika (a) periodenya 2,
(b) periodenya tidak ditetapkan.

(a) Grafik f(x) dengan periode 27 ditunjukkan pada Gambar 10-6 di bawah.

f(JX)
4w
......... A
_6n _an om 0 n 4n 6x
Gambar 10-6.

Periode = 2L = 2n dan L = =. Pilihlah ¢ = 0, kita mempunyai

1 c+2L nnx
a = ——L— c f(x) cos

1 7
dx = — J, x* cos nx dx
T

_ { x2(SlI'l nx _(2x)(—COS nx —sin nx)}|21l:
n?

) 1 [2n 8n?
Jlkan=0,a0=—0x2dx=
T

1 J' c+2L nnx 1 J' T

f(x) sin dx = — ], x* sin nxdx
T
1 cos nx cos nx m —411:
- —{e =5 -0 =)+ @ ) =

T n

472 < 4 4m
Maka fix) = x> = —--+ Y, (— cos nx — — sin nx).

3 0=1 n2 n

Ini berlaku juga untuk 0 < x < 2. Di x = 0 dan x + 2, deret konvergen ke 2n>

(b) Jika periodenya tidak ditetapkan, secara umum deret Fourier tidak dapat diten-
tukan secara tunggal.

1
10.7. Gunakanlah hasil Soal 10-6 untuk membuktikan T + + +...=
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42 oo 4

+2

n=1 n2

Di x = 0 deret Fourier dari Soal 10.6 menjadi

1
Menurut syarat Dirichlet, deret tersebut konvergen di x = 0 ke Y (0 + 4n%)= 2n?

42 o 4 =] 1 2
Jadi ) — = 27?2, sehingga Yy —=—
n=1 n2 n=1 n2 6

FUNGSI GANJIL DAN GENAP, DERET FOURIER SEPARUH
JANGKAUAN

10.8. Kelompokkan setiap fungsi yang diberikan sesuai dengan apakah fungsi itu ganjil,
genap atau tidak ganjil dan tidak genap.
@ £ {2 0<x<3 Periode = 2
a) fx) = eriode = 21
-2 3<x<0
Dari Gambar 10.7 di bawah dapat dilihat bahwa fungsi tersebut tidak ganjil dan
tidak genap.

-6 -6 -3

Y emcmmmemma——. —_— ]2 ceeemecieaa-

Gambar 10-7

cosx O<x<m
(b) f(x) = { Periode = 2n
0 T<X<2T®
Dari Gambar 10-8 di bawah dapat dilihat bahwa fungsi tersebut tidak ganjil dan
tidak genap.

Gambar 10-8
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(©) f(x) =x(10 x), 0<x<10, Periode =10
Dari Gambar 10-9 di bawah dapat dilihat bahwa fungsi tersebut genap.

fx)

————

Gambar 10-9

10.9. Tunjukkaniah bahwa sebuah fungsi genap dalam uraian Fouriernya tidak mempu-
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nyai suku-suku sinus.

Metode 1.
Tidak terdapatnya suku-suku sinus terjadi jikkab =0,n=1, 2, 3, .. . Untuk
menunjukkan ini, tulislah

nnx n

IJ‘O . nmx 1 J’L .
dx=—L— ity SIHde+T o f(X) sin

1 J’L .
b = ——L— 4 J(X) sin

nnx

dxk (1)

Jika dibuat traﬁsfonnasi X = —u pada integral pertama di ruas kanan (1), maka
diperoleh :

1 (L 7 1 (L
nzx dx = —L— J.o f(-u) sin (— ?—L——) du =~ T..— jo f(=)

1 0 .
n I_L f(x) sin

. nmu
sm

du e, le))

1 J'Lf()_mtud IILJE()_mtxd
= — u) smn u=-— X) sin —— dXx

L "+ Lt L
di mana kita telah menggunakan kenyataan bahwa untuk suatu fungsi genap berlaku
f(=u) = f(u) dan pada langkah terakhir peubah pengintegralan u dapat diganti
lambang lain, khususnya dengan x. Jadi dari (1), dengan menggunakan (2), kita
memperoleh



1 J' L B 75,4 1 J' L . nmx
bn=——L— o f(x) sin dx+f— o F(X) sin dx =0
Metode 2.
a, nnx nnx
Andaikan f(x) = —2— + .Z’l(a“ cos - b, sin T )
a, oo 11154 nnx
Maka f(x) = — + 2. (a_cos —b sin )
2 n=t " L
Jika f(x) genap, maka f(—x) = f(x). Karena itu
) nxwx nmnx a ) nwx nyx
i+2 (a, cos +b sin—) = — + 2, (a, cos - b, sin—)
2 n=1 L 2 n=1 L
=) nnx (-] nmx
dan juga nz; 1bn sin =0, yaitu f(x) = —322 + ;= a, cos T

yang tidak mempunyai suku-suku sinus.

Dengan cara yang sama kita dapat menunjukkan bahwa uraian Fourier suatu
fungsi ganjil tidak mempunyai suku-suku cosinus (atau suku konstan).

) . 2 J‘ L nnx
10.10 Jika f(x) genap, tunjukkanlah bahwa (a) a_ = —L— o f(x) cos T dx, () b, =0

nmx
L

(a) = ! J.Lf(x)cosgzt}dx—ij.of()cosn—nxdx+ ! _[Lf() dx
SO T L oL L Lo

Misalkan x = —u, maka

= 0 o5 T ax = - | e cos (o
—I_/—_LXCOSLX_EO S L

) du = — J, %) cos 2
u=— u) CoOSs — du
L™ L

karena menurut definisi fungsi genap, f(—u) = f(u). Jadi

1

a ——jL(u)cos
n L ()f

nnx

nwu 1 I L nnx 2 J‘ L
du + BT fx) cosde = T of (X) cos—I:—dx

(b) Langsung diperoleh fiengan Metode 1 Soal 10.9.

10.11. Uraikanlah f(x) = sin X, 0 < x < ©t dalam suatu deret Fourier cosinus.

Suatu deret Fourier yang terdiri dari suku-suku cosinus saja berlaku hanya
untuk fungsi genap. Karena itu kita memperluas definisi f(x) sehingga menjadi
fungsi genap (bagian bergaris pada Gambar 10-10 di bawah). Dengan perluasan
ini, f(x) kita definisikan pada selang yang panjangnya 2rn. Ambillah periodenya 2n,
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kita memperoleh 2L = 2=, sehingga L = =.

fx)

Gambar 10-10
Menurut Soal 10-10, b = 0 dan
2 L nnx

n

2 (=
=—J, sin x cos nx dx
T

cos(n + 1)x  cos(n -~ I)x
+

1

=—Emm+mnmm—mnﬁ=_p
T T

n+1 n-1
l-cos(n+1)n cos(n-— 1)n-1 1 + cos nnt 1 + cos n&
Ly . b1y . }
T n+1 n-1 n+1 n-1
-2(1 + cos nm)
= jikan=#1
nn?-1)
2 (n 2  sin)x n
Untuk n = 1, a, = — ], sin X cos X dx = — IO =
T n
J’ . 2 T 4
Untuk n = 0, a0=—0smxdx=—(—cosx)|0=——
T 1 4
2 2 & (1+cosnn)
Maka f(x)=———z ——— ——— CO0s NX
s T =2 n>-1
2 (cos 2x cos 4x cos 6x )
"% m 2o1 @21 es1 b

10.12. Uraikanlah f(x) = x, 0 < x < 2 dalam separuh jangkauan (a) deret sinus, (b) deret
cosinus,

(a) Perluas difinisi fungsi yang diberikan sehingga menjadi fungsi ganjil dengan

periode 4 seperti di tunjukkan pada Gambar 10-11 di bawah. Perluasan ini

kadang-kadang dinamakan perluasan ganjil untuk f(x). Maka 2L = 4, L = 2.
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Fx)

Pl
o T x
’

Gambar 10-11

Jadi a_ = 0 dan
b, ,[f() n1'cxd 2 2 n1l:xd
= — X) sin X = — X sin X
L 2 7°
nw nwx
{(x) (——-cos— - )( e 2sm )}I COS N7
. —4 5
sehingga f(x) = 2 COS N7 sin
n=1 nm
4 I i1 1 2nx 1 3nx
= — (sin —— — — sin + — sin - )

T 2 2 2 3

(c) Perluas definisi f(x) sehingga menjadi fungsi genap dengan periode 4 seperti
ditunjukkan pada Gambar 10-12 di bawah. Perluasan ini dinamakan perluasan
genap untuk f(x). Maka 2L =4, L = 2.

f(x)

.
s
‘20N

> 4 32 o 3 ¢ .
Gambar 10-12
Jadi b = 0

nmx 2 2 nnx

dx =—2— o X COS dx

2 J‘L
a = T o f(x) cos

2 —4 T 2
= { (x) (E’ sin m;x)_(l) ( nznzcos n2x) }IO
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4
=——cosnn—1)jikan#0
n’n?

2
Jikan=0,a0=,[0xdx=2.

" ) o 4 ( D nnx
Maka f(x) =1 + 2, —— (cos n® — 1) cos
nZ‘ n2n2
8 X 1 3nx 1 Snx
=1———(cos—+—cos + —- cos +.. )
n? 2 32 2 5?

Perhatikanlah bahwa fungsi yang diketahui, f(x) = x, 0 < x < 2, dinyatakan
sama baiknya dengan dua deret yang berbeda dalam (a) dan (b).

KESAMAAN PARSEVAL

10.13. Andaikan deret Fourier yang berkaitan dengan f(x) konvergen seragam ke f(x)
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pada selang (-L, L), buktikanlah kesamaan parseval
2

1
N jf {f(x)}? dx = a2° + 2 (a2, + b2)

di mana integralnya diandaikan ada.

nnx nnx

Jika f(x) = %0— + 2,1 (a, cos - +b,_sin ), maka dengan mengalikan

dengan f(x) dan mengintegralkannya suku demi suku dari -L sampai L (yang
dimungkinkan karena deret ini konvergen seragam) kita memperoleh

L a, L (=] L nmx L _NAX
J5 tsoorax= — J7; swax+ 2 (a, I s cos——dx +b, I 500 sin——adx}

2

a’) o
=—L+L a2 + D) s 1
> 2 @, + b, O]

di mana telah digunakan hasil

J’ L nnx J‘ L I 1754 JL
I 69) cos—f—dx =La, ) f(x) sm—l——dx =Lb, ), f(x) dx =La,............... 2)

yang diperoleh dari koefisien Fouriernya.



Hasil yang diinginkan diperoleh langsung dengan membagi kedua ruas (1)
dengan L. Kesamaan Parseval berlaku dengan syarat yang lebih terbatas daripada

yang ditetapkan di sini.
10.14. (2) Tulislah kesamaan Parseval yang bersesuaian dengan deret Fourier pada Soal

10.12(b).
1 1 1 1
(b) Dari (a), tentukanlah jumlah $ untuk deret =T + — Y -—3‘+ ceed—t
n

(cosnt-1),n#0,b, =0

(@ DisiniL=2,a,=2,a =

Maka kesamaan Parsevalnya menjadi

1 (2 II (2)2 a 16
—:—2—— > {f(x)}zdx=—2- L X dx = -1)?
t ) 64(1 1 1 ). yai 1 1 1 nt
atau — =2+ —(—+—+—+ , yai — + — =—
14 30 5 YA T 3 s 96
1 1 1 1 1 1 1 1
(b)S=T‘+? ?‘ ...=(—-1-"‘|’—3—4 g:*‘ ) (74“'—4—4 —67"" )
1 1 1 1 1 1 1
"Gt )
©® S b s
= — + —, sehingga S = —
9% | 16 882> =350

10.15. Buktikanlah bahwa untuk setiap bilangan bulat positif M.
a? 1 ¢L
—23 + }: @, + )< — L {FO)? dx

di sini a, dan b, adalah koefisien Fourier yang bersesuaian dengan f(x), dan f(x)
di andankan kontmu baglan demi bagian pada (-L, L).
11715.4 nnx

1

f
Misalkan S X)=——+ a co§s — + b Sin TTTT)  esesncccecrcsns
M( ) 2 l( . L " L)

Untuk M =1, 2, 3, . . ., ini merupakan barisan jumlah parsial deret Fourier yang
bersesuaian dengan f(x).
L
Kita mempunyai J, {f(x) - §,(x)}*dx 2 0
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karena integran tak negatif. Uraikan integran ini, kita memperoleh

: J‘ L J' L L
2}, f®S,xdx-), S’M()g) dx < ), {fOPdx e 3

Kalikan kedua ruas (1) dengan 2f(x) dan integrasi dari —L. sampai L, gunakan
persamaan (2) pada Soal 10.13; hasilnya adalah:

2
N 0 d il {2 s @4t} “
2 n=1

Juga, kuadratkan (1) dan integrasikan dari -L sampai L, gunakan Soal 10.3;
kita memperoleh

2
It §2,(x) dx = L {;:3 + i @ +0)} e )

Substitusikanlah (4) dan (5) ke dalam (3) dan bagilah dengan L untuk
memperoleh hasil yang diinginkan.
Ambil limitnya untuk M—eo, kita memperoleh ketaksamaan Bessel
a? o0 1 (L
LEa Zl @, +b2) < — L_ T 6.9) I S (6)
2 n= L

Jika tanda sama yang berlaku, kita memperoleh kesamaan Parseval (Soal 10.13).

Kita dapat berpikir bahwa S, (x) seperti menyatakan suatu pendekatan untuk
f(x), sedangkan ruas kiri (2) setelah membaginya dengan 2. menyatakan kesalahan
rata-rata kuadrat dari pendekatan ini. Kesamaan Parseval menunjukkan bahwa
untuk M—oo, kesalahan rata-rata kuadratnya mendekati nol, sedangkan ketaksa-
maan Bessel menyatakan kemungkinan bahwa kesalahan rata-rata kuadrat ini tidak
mendekati nol.

Hasil tersebut dihubungkan dengan gagasan dari kelengkapan (completeness)
suatu himpunan ortonormal. Sebagai contoh, jika dihilangkan satu atau lebih suku
pada suatu deret Fourier (misalnya cos 4nx/L), maka tidak pernah dapat dibuat
kesalahan rata-rata kuadratnya- mendekati nol bagaimanapun juga banyaknya suku
yang diambil. Untuk kemiripannya dengan vektor-vektor di ruang dimensi tiga,
lihat Soal 10.46. '

DIFFERENSIAL DAN PENGINTEGRALAN DERET FOURIER
10.16. Tentukanlah suatu deret Fourier untuk f(x) = x%, 0 < x < 2, dengan mengintegral
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kan derqt pada Soal 10.12(a)
g Iy

(b) Gunakanlah (a) untuk menghitung deret ;

n?



(a) Dari Soal 10.12(a),

4 . X 1 | 2rx 1 | 3nx
X =—{sin — — — sin —— + — sin )
n 2 2 2

Integralkan kedua ruas dari O sampai x (gunakanlah Teorema 10.2 dan kalikan
dengan 2, kita memperoleh
16 X 1 2nx 1 3nx )

x*=C—- — (cos— - —cos— + —cos —— —.. ..
2 2 22 2 32 2

16( 1 1 1 )
dlsm1C=? 1—?+—§——42+... .

(b) Untuk menentukan C dengan cara lain, perhatikanlah bahwa (2) menyatakan
deret Fourier cosinus untuk x2 pada 0 < x < 2. Kemudian, karena pada kasus

ini L = 2, maka
a, 1 L 1 2 4
C=—=— x)dx = — ) x*dx = —
> L .[0 F(x) 5 .[0 5
Kemudian dari nilai C pada (a), kita memperoleh
o (-D)™! 1 1 1 % 4 T2
Z =]l -—t—-—4 .. .= . =—
0=l p? 22 32 42 16 3 12
10.17. Tunjukanlah bahwa pendifferensialan suku demi suku deret pada Soal 10.12(a)
tidak berlaku.
) ) . . X 2nx 3nx
Pendifferensialan suku demi suku memberikan 2(cos—5— - COST + cos—é—— -..)

Karena suku ke-n deret ini tidak mendekati nol, maka deretnya tak konvergen
untuk suatu nilai x.

KEKONVERGENAN DERET FOURIER

10.18. Buktikanlah bahwa

sin (M = ')t

(@ — +cost+cos2t+...+cosMt=———~—

2 2sin '/, t
1 sin (M + /)t 1 1 o sin(M + )t 1
(b) — on_(.——Z)dt=_v — s (. ) t=—
14 2sin '/t 2 T 2 sin Y/t 2
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(a) Diketahui cos nt sin '/, t = !/, {sin(n + /)t — sin (n — '/,)t}
Jumlahkan dari n = 1 sampai M, maka
sin '/, t(cos t + cos 2t + . . . + cos Mt} = (sin */,t — sin '/,t) + (sin ¥/t - sin’zi)
+ ...+ (sin (M + /)t —sin M - )t
=1, {sin M + /)t —sin '/, t}
Bagilah dengan sin '/t dan tambah '/, hasil yang diinginkan tercapai.
(b) Integralkan hasil pada (a) berturut-turut dari - sampai O dan dari 0 sampai

. Ini memberikan hasil yang diinginkan, karena integral dari semua suku
cosinusnya adalah nol.

10.19. Buktikanlah bahwa '1.1_1})1 _[_: f(x) sin nx dx =nligl ,[_: f(x) cos nx dx = 0 jika

f(x) kontinu bagian demi bagian )
a 0

> + g @ +b)

Ini langsung diperoleh dari Soal 10.15., karena jika deret

konvergen, maka lgn_ a = lni_ry_ b =0.
Hasil ini kadang-kadang dinamakan Teorema Riemann.

10.20. Buktikanlah bahwa {}_rp‘_ J: f(x) sin (M+'/,)x dx = 0. Kontinu bagian demi bagian.
Diketahui:
T x n
o FO sin (M+!/))x dx = L‘ {f(x) sin "/,x}cos Mx dx + J._“ {f(x) cos "/,x}sin Mx dx
Maka hasil yang diinginkan langsung diperoleh dengan menggunakan hasil Soal
10.19 dengan f(x) berturut-turut diganti oleh f(x) sin /,x dan f(x) cos '/,x yang
juga kontinu bagian demi bagian jika f(x) ada.

Hasil tersebut juga dibuktikan bilamana limit pengintegralannya a dan b diganti
dengan —=& dan =.

10.21. Andaikan bahwa L = =, yaitu bahwa deret Fourier yang bersesuaian dengan f(x)
mempunyai periode 2L = 27, tunjukkanlah bahwa

a, 1 (= sin (M + /)t
SM(x) = — + f (a, cos nx + b_sin nx) = — L: ft+x) ——d
2 n=l n 2 sin '/t

Gunakanlah rumus untuk koefisien Fourier dengan L = n , kita memperoleh
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. 1 J n
a cos nx + b, sin nx = (— _, f() cos nu du) Cos nX +
T
1 J‘ n ) _
(— _ J(u) sin nu du) sin nx
T
1 Jn .
= — ) f(u) (cos nu cos nx + sin nu sin nx) du
.
1 J‘u
=—J_, f(u) cos n(u - x) du
T
Juga,

B _ L [
5 = om j f(u) du

Maka S,,(x) = % + i (a, cos nx + b_ sin nx)

= % j._: fQ) du + nl—g _‘: f() cos n(u ~ x) du

1 (= 1
=— L: f() {— + & cos n(u — x)} du
T 2 n=1

1 (= sin (M + /) (u - x)
=— L, f(w) ~—2
T 2 sin '/, (u — x)
dengan menggunakan Soal 10.18. Misalkan u — x = t, kita memperoleh
: 1 f(r-x sin (M + Yt
S, (x) =— t+X) —Mm8M
u(®) n L‘ - ) 2sin '/t

Karena integran mempunyai periode 2x, kita dapat mengganti selang —m — x,
7t — x dengan selang lainnya dengan panjang 27w, khususnya (-y, y). Jadi kita mem-
peroleh hasil yang diinginkan.

1022. Buktikanlah bahwa

f(x +0) + f(x - 0) 1 fo , f(t+x)~f(x-0)\ .
5, - ( > ) = — f ( XTYT ) sin (M + )t dt
1 =, fE+x)-Ffx+0), . .
+ — _[0 ( 25 g ) sin (M + Y))t dt
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Dari Soal 10.21,
sin (M + /)t sin (M + l/2)tt
2 sin '/t 2 sin '/t

Kalikan integral Soal 10.18.(b) berturut-turut dengan f(x — 0) dan f(x + 0)

fx+0)+ f(x-0) sin (M + /)t
2 2 sin /,t

sin M + /)t

sin M+ Tt dt

in 1
2sin '/t

1 JO 1 jn
Sy(X) = — L f(t + x) dt + — f(t + x) (D)

1 J‘O 1 J.n
=—] f(x-0) dt + — J, f(x + 0)
n n

Selisih (2) dengan (1) memberikan hasil yang diinginkan.

10.23. Jika f(x) dan f’(x) kontinu bagian demi bagian pada (—r, &), buktikanlah bahwa

fx+0) + f(x-0)
2

| lim S,,(x) =

. ft+x) - f(x+0)

Fungsi - kontinu bagian demi bagian pada 0 < t < & karena
2sin '/t
f(x) kontinu bagian.
Juga,
L ft+x)-fx+0)  ft+x) - fx+0) t
im - = lim . - =
=0+ 2 sin '/t 0+ t 2 sin '/t

fE+x)-f(x+0)

im
t—0 t

ada, karena menurut hipotesa f’(x) kontinu bagian demi bagian sehingga turunan
kanan f(x) ada di setiap x.

Tadi fit+x) - fx-0)
2sin'/,t

kontinu bagian demi bagian pada 0 <t < 7.

ft+x) - f(x-0)

Dengan cara yang sama, e kontinu bagian demi bagian
sin
pada -t <t <0 2

Kemudian dari Soal 10.20 dan 10.22 kita memperoleh
(x+0)+f(x—0)} fx+0+fx-0)

5 = 0 atau lhidr_r)x‘xSM(x) = 5

. f
lim 8,00 - {
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FUNGSI TEGAKLURUS
10.24. (a) Tunjukkanlah bahwa himpunan fungsi-fungsi
194 X 2mx 2nx 3nx 3nx

1, sin , COS , sin , COS , Sin , COS
L L L L L

s .

membentuk suatu himpunan tegaklurus pada selang (-L, L).

(b) Tentukanlah konstanta dinormalkan yang bersesuaian dengan himpunan pada
(a) sehingga himpunan tersebut ortonormal pada (-L, L).

(a) Ini diperoleh langsung dari hasil Soal 10.2 dan 10.3.
(b) Menurut Soal 10.3,

L mmx L mnx
. sin? dx + L, _, cos? dx =
- L

Maka, _[_I; ( IT sin mzx I (\} cos mnx dx =1

Juga, LL (1)? dx + 2L atau E‘ (72=L—)2 dx = 1

Jadi himpunan ortonormal yang diinginkan adalah

1 1 m 1 X 1 | 2ax 1 2nx
, sin 3 cos ) sin 3 cos Y een
V2L’ AL L’ AL LWL L 4L L

10.25. Misalkan {¢ (x)} adalah suatu himpunan fungsi yang saling ortonormal pada
(a,b).

Buktikanlah bahwa jika ;1 ¢, 0, (x) konvergen seragam ke f(x) pada (a, b), maka

b
c,= j F(x) ¢,(x) dx

Kalikan kedua ruas

fO=3e00 e 1)

dengan ¢_(x) dan integralkan dari a sampai b, kita memperoleh

f FX) 0_(%) dx-Z j O () 0.0 dX  oovcererrrrrrrirnenen )

di mana pertukaran pengintegralan dan penjumlahan dimungkinkan dengan
menggunakan kenyataan bahwa deret tersebut konvergen seragam ke f(x). Seka-
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rang karena fungsi-fungsi {¢ (x)} saling ortonormal pada (a, b), maka kita mem-

peroleh
J’ b 0 m#n
0,00 0,00 dx = {
1 m=n
sehingga (2) menjadi
Prooma=c, 3

seperti yang diinginkan.
Kita namakan koefisien c_ pada (3) sebagai koefisien Fourier yang diper-
umum ke f(x) walaupun mungkin tidak ada yang diketahui tentang kekonver-

genan deret (1). Seperti pada kasus deret Fourier, kekonvergenan X c, 0 .(x)
n=1

kemudian ditentukan dari koefisien (3). Syarat untuk kekonvergenan tersebut
tentunya bergantung pada fungsi-fungsi ortonormal yang digunakan.

10.9. SOAL-SOAL LATIHAN

DERET FOURIER

10.26. Gambarkanlah setiap fungsi berikut dan tentukan deret Fourier yang berkaitan
dengan menggunakan sifat fungsi ganjil dan genap yang digunakan.

@ F00 8 0<x<2P'd4 ®) £ {—x —4SxSOP  de 8
a = e = eriode
PElg acxca 0T = lg 0<x<4
. 2x 0<x<3_
(c) fx) = 4x, 0 < x < 10, Periode 10 (d) f(x) = _Periode 6
0 -3<x<0

10.27. Pada setiap bagian dari Soal 10.26., jelaskanlah di mana letak ketakkontinuan f(x)
dan untuk nilai manakah deretnya konvergen di titik ketakkontinuan ini.

o 2-x 0O<x<4 | . )
Uraikanlah f(x) = menjadi suatu deret Fourier dengan periode 8
x—-6 4<x<8 o

10.28

10.29. (a) Uraikanlah f(x) = cos X, 0 < x < 7@, dalam suatu deret Fourier sinus,
(b) Bagaimanakah mendefinisikan f(x) di x = O dan x = 7 agar deret tersebut
konvergen ke f(x) untuk 0 < x <7 ?

10.30. (a) Uraikanlah f(x) = cos x, 0 < x < 7 dalam suatu deret Fourier jika periodenya
7; dan (b) bandingkanlah dengan hasil Soal 10.29 kemudian jelaskanlah per

samaan dan perbedaannya, jika ada.
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10.31.. . X O<x<4 . .
Uraikanlah f(x) = dalam suatu deret (a) sinus, (b) cosinus.
8-x 4<x<8
10.32. Buktikanlah bahwa untuk O < x < =,
( cos 2x cos4x  cos 6x )
(a)X(ﬂ—X)=—— et ranRRE
®) x( ) 8 ( sin x sin 3x  sin 5x )
XM — X) = — + + +...
n 33 5
10.33. Gunakanlah Soal 10.32 untuk menunjukkan bahwa
1 n2 (_ )n ~1 n2 (_l)n 1 n3
—_— = b 2 = > z
( ) 6 ® 12 © " (2n - 1)3 32
1034. 1 1 1 1 1 1 3n2
Tunjukkanlah bahwa — + — - — - —+ — + — -, .| . =
13 33 8 P 9 113 128

PENDIFFERENSIALAN DAN PENGINTEGRALAN DERET
FOURIER

10.35. (a) Tunjukkanlah bahwa untuk -7 < x < T,

sin x  sin 2Xx sin3x
x=2( - + —...)
1 2 3
(b) Dengan mengintegralkan hasil (a), tunjukkanlah bahwa untuk - < x < 7,
2 COs X  C€OSs 2x cos 3x
v D g (X o, —)
12 22 32

(c) Dengan mengintegralkan hasil (b), tunjukkanlah bahwa untuk -x < x < 7,

sin X sin2x sin 3x
x(n—x)(n+x)—12( 3 -...)

10.36. (a) Tunjukkanlah bahwa untuk - < x < T,

3 4
X COS sin 3x + sin4x—...)
2+4 35
(b) Gunakanlah (a) untuk menunjukkan bahwa untuk -1t < x < 7,
. 1 cos 2x cos 3x  cos 4x
xsmx=1———cosx—2( - - )
2 13 24 35
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10.37. Dengan mendifferensialkan hasil Soal 10.32(a), buktikanlah bahwa untuk 0 < x
<~,

T 4 Cos X cos 3x cos 5x
(E2X oo, b))
2 T 12 32 52

X=— - —

KESAMAAN PARSEVAL

10.38. Dengan menggunakan Soal 10.32 dan kesamaan Parseval, tunjukkanlah bahwa

4

e 1 i
)3 — =
® "=t 90 n= 945
10.39. 1 1 1 n? -8
Tunjukkanlah bahwa + + +...=
1232 32652 5272 16
[ Petunjuk : Gunakanlah Soal 10.11]
10.40T Kkanlah bah ()Z 1 w (b)io 1 nt
‘unjukkan wa (a _ = = ;
J =1(2n-1)* 96 =l2n-1% 960
1041. 1 1 1 4n? — 39
Tunjukkanlah bahwa + + . +...=
1202232 2203242 324265 16
FUNGSI TEGAKLURUS
10.42. Diketahui fungsi a;, a, + ax, a, + a,x + ax* di mana a, . . ., a, konstanta.

Tentukanlah konstanta tersebut agar fungsi-fungsi ini saling ortonormal pada
(-1, 1) dan kemudian fungsinya.

10.43. Perumum Soal 10.42.

10.44. . _ g
(a) Tunjukkanlah bahwa fungsi-fungsi
2r

normal pada (-=, ). (b) Tunjukkanlah bagaimana menguraikan sebuah fungsi
f(x) dalam sebuah deret dari fungsi-fungsi ini dan jelaskanlah hubungannya
dengan deret Fourier.

,m=0, 1, ¥2, . . . saling orto-

10.45. Misalkan f(x) didekati oleh jumlah M suku pertama sebuah deret ortonormal

3 c0,® = 5,00

n=
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di mana fungsi ¢ (x) ortonormal pada (a, b). (a) Tunjukkanlah bahwa

b b
[ 50 - s, 001 dx = [ 1507 d ‘,ﬁ ¢

(b) Dengan menafsirkan

1
Jt: [f(x) - S, (x)P dx

b-a

sebagai kesalahan rata-rata kuadrat S (x) dari f(x) [dan akar kuadratnya
dinamakan akar rata-rata kuadrat/root mean square atau kesalahan r.m.s.],
tunjukkanlah bahwa kesamaan Parseval ekivalen dengan' pecrnyataan bahwa
kesalahan akar rata-rata kuadratnya mendekati nol untuk M—eo,

(c) Tunjukkanlah bahwa jika kesalahan akar rata-rata kuadrat tidak mungkin
mendekati nol untuk M-—>c0, maka kita tetap memperoleh ketaksamaan Bessel.

b
¢t <[ [fooPr dx

P8

1

(d) Bahaslah kaitan hasil ini dengan deret Fourier.

10.46. Misalkan r suatu vektor tiga dimensi. Tunjukkanlah bahwa
@ (ei+(rejp<r b)) @ei+@ej+@ekl=r2
dan bahaslah ini bersesuaian dengan ketaksamaan Bessel dan kesamaan Parseval-
Bandingkanlah dengan Soal 10.15.

10.47. Andaikan bahwa satu suku dari sembarang deret ortonormal [seperti deret Fourier]
dihilangkan. (a) Dapatkah diuraikan suatu fungsi f(x) ke dalam deret ini? (b)
Dapatkah kesamaan Parseval berlaku? (c) Dapatkah ketaksamaan Bessel berlaku?
Beri alasan jawaban anda.

10.48. Misalkan {¢ (x)} =1, 2, 3, . . ., ortonormal pada (a, b). Buktikanlah bahwa

b 2
Jo [ se - ﬁ 0, ] dx

minimum bilamana
b
¢, = J, 0 6,00 dx

Bahaslah hubungan ini dengan (a) deret Fourier dan (b) Soal 10.45.
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10.49. (a) Tunjukkanlah bahwa fungsi 1, 2 ~ x, 2 — 4x + x? saling tegaklurus pada
(0, =0) terhadap fungsi kepadatan e*. (b) Tentukanlah himpunan ortonormalnya.

10.50. Berikanlah sebuah tafsiran vektor untuk fungsi-fungsi yang ortonormal terhadap
suatu fungsi kepadatan atau fungsi berbobot.

JAWABAN SOAL-SOAL LATIHAN

10.51. 16 oo (1 - cos n7n) nnx

(a) — sin
n =l n 2
8 & (1-cosnnm) nwx
(b)2 - — cos
1% "Z; n? 4
40 o 1 nnx
() 20 - — 2, — sin
n "' n 5
3 oo 6(cos nt — 1) nxx 6 cos nx nnx
d —+ )y cos - sin }
2 n=l n*n? 3 nxn 3

10.52. (a) x = 0, 2, +4, . . ., 0 (b) tidak ada titik ketakkontinuannya.
©)x=0,%10,£20, ..., 20 () x=43; 19, %15,... 3
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10.55. Jawabannya sama dengan Soal 10.29.
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